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Re´sume´
Nous e´tablissons de nouvelles bornes infe´rieures et supe´rieures sur le nombre de points rationnels des varie´te´s
abe´liennes et des Jacobiennes sur un corps fini. Nous de´terminons de plus les nombres maximum et minimum de
points rationnels des surfaces Jacobiennes. Pour citer cet article : Y. Aubry, S.Haloui, G. Lachaud, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I xxx (2012).
Abstract
On the number of points on abelian and Jacobian varieties over finite fields. To cite this article: Y.
Aubry, S.Haloui, G. Lachaud, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I xxx (2012).
1. Varie´te´s abe´liennes
Soit A une varie´te´ abe´lienne de dimension g de´finie sur le corps fini Fq de caracte´ristique p, avec q = p
n.
Le polynoˆme de Weil fA(t) de A est le polynoˆme caracte´ristique de son endomorphisme de Frobenius
FA. On note ω1, . . . , ωg, ω1, . . . , ωg les racines complexes de fA(t) et |ωi| = q1/2. Pour 1 ≤ i ≤ g, on pose
xi = −(ωi + ωi), et on dit que A est de type [x1, . . . , xg]. Le type de A de´pend uniquement de sa classe
d’isoge´nie. On note τ = τ(A) = −∑gi=1(ωi + ωi) = ∑gi=1 xi l’oppose´ de la trace de FA et on dit que A
est de trace −τ . Le nombre de points rationnels de A sur Fq est donne´ par
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|A(Fq)| = fA(1) =
g∏
i=1
(q + 1 + xi). (1)
Puisque |xi| ≤ 2q1/2, on de´duit de (1) les bornes classiques :
(q + 1− 2q1/2)g ≤ |A(Fq)| ≤ (q + 1 + 2q1/2)g.
Ces bornes peuvent eˆtre ame´liore´es :
The´ore`me 1.1 Soit A une varie´te´ abe´lienne de´finie sur Fq de dimension g, et posons m = [2
√
q]. Alors
(q + 1−m)g ≤ |A(Fq)| ≤ (q + 1 +m)g
avec e´galite´ a` droite (resp. a` gauche) si et seulement si A est de type [m, . . . ,m] (resp. [−m, . . . ,−m]).
On peut eˆtre plus pre´cis en introduisant la trace :
The´ore`me 1.2 Soit A une varie´te´ abe´lienne de´finie sur Fq de dimension g et de trace −τ . Alors
|A(Fq)| ≤
(
q + 1 +
τ
g
)g
,
avec e´galite´ si et seulement si A est de type [τ/g, . . . , τ/g].
Ce re´sultat a e´te´ de´montre´ par H.G. Quebbemann [5] pour les Jacobiennes et par M. Perret [4] pour
les varie´te´s de Prym. On dit que A (ou τ) est de de´faut d si τ = gm− d. On a :
Proposition 1.3 Si A est de de´faut d, avec d = 1 ou d = 2, alors
|A(Fq)| ≤ (q +m)d(q + 1 +m)g−d.
On s’attache maintenant a` de´terminer une borne infe´rieure pour |A(Fq)| syme´trique de la borne
supe´rieure du The´ore`me 1.2, et qui de´pend du quotient de Specht de´fini pour h ≥ 1 par
S(h) =
h1/(h−1)
e log h1/(h−1)
, S(1) = 1.
The´ore`me 1.4 Si q ≥ 2, posons M(q) = 1/S(h(q)) et h(q) = ((q1/2 + 1)/(q1/2 − 1))2 . Soit A une
varie´te´ abe´lienne de´finie sur Fq de dimension g et de trace −τ . Alors
|A(Fq)| ≥M(q)g
(
q + 1 +
τ
g
)g
.
De plus M(2) ≥ 0.261 et M(q) ≥ 1− (2/q).
The´ore`me 1.5 Soit A une varie´te´ abe´lienne de´finie sur Fq de dimension g et de trace −τ . Alors
|A(Fq)| ≥ (q + 1−m)g + (q −m)g−1(gm+ τ).
Une autre fac¸on d’obtenir des bornes infe´rieures pour |A(Fq)| est d’utiliser des me´thodes de convexite´
comme M. Perret dans [4]. On obtient :
Proposition 1.6 Posons r = [(g + [ω])/2] et s = [(g − 1− [ω] /2], ou` ω = τ/(2q1/2). Alors
|A(Fq)| ≥ (q + 1 + τ − 2(r − s)q1/2)(q + 1 + 2q1/2)r(q + 1− 2q1/2)s.
On de´montre e´galement de nouvelles minorations de |A(Fq)| en fonction de la moyenne harmonique
η = η(A) des nombres q + 1 + xi, qui est de´finie par :
1
η
=
1
g
g∑
i=1
1
q + 1 + xi
=
1
g
g∑
i=1
1
|1− ωi|2 .
The´ore`me 1.7 Soit A une varie´te´ abe´lienne de´finie sur Fq de dimension g. Alors |A(Fq)| ≥ η(A)g.
On de´montre que si q ≥ 8, alors η(A) ≥ q+1−m. Le The´ore`me 1.7 est donc plus pre´cis que le The´ore`me
1.1 si q ≥ 8. Notons que si q ≤ 7, on peut avoir η(A) < q + 1−m.
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2. Jacobiennes
On conside`re une courbe alge´brique C, projective, non singulie`re, de´finie sur Fq et absolument irre´duc-
tible. On note JC sa Jacobienne et N = |C(Fq)| son nombre de points rationnels sur Fq. Les re´sultats de
la section 1 s’appliquent e´videmment aux Jacobiennes ; en particulier, le The´ore`me 1.4 implique :
Proposition 2.1 Si C est une courbe comme ci-dessus de genre g, alors :
|JC(Fq)| ≥M(q)g
(
q + 1 +
N − (q + 1)
g
)g
.
Les Propositions 1.5 et 1.6 fournissent des bornes sur les Jacobiennes de la meˆme manie`re.
On s’inte´resse a` pre´sent aux varie´te´s abe´liennes posse´dant certaines proprie´te´s, les Jacobiennes en
e´tant des exemples particuliers. Si A est une varie´te´ abe´lienne de´finie sur Fq de dimension g, on note
P (t) = PA(t) le polynoˆme re´ciproque de son polynoˆme caracte´ristique fA(t). On de´finit la fonction zeˆta
virtuelle de nume´rateur P (t) comme la se´rie formelle :
Z(t) =
P (t)
(1− t)(1− qt) ∈ Z[[t]] .
On de´finit trois suites (An), (Bn), (Nn) par les identite´es suivantes :
Z(t) =
∞∑
n=0
Ant
n = exp
∞∑
n=1
Nn
tn
n
=
∞∏
n=1
(1− tn)−Bn . (2)
Comme on l’a de´montre´ dans [3] avec la fonction zeˆta d’une courbe, on a
The´ore`me 2.2 Supposons g ≥ 2. Avec les notations pre´ce´dentes,
g
η(A)
|A(Fq)| =
g−1∑
n=0
An +
g−2∑
n=0
qg−1−nAn. ✷
Si A = JC est la Jacobienne d’une courbe C sur Fq, alors An et Bn repre´sentent respectivement les
nombres de diviseurs rationnels effectifs et premiers de degre´ n de C, et Nn = |C(Fqn)|. Dans ce cas, les
deux conditions suivantes sont ve´rifie´es :
Bn ≥ 0 si 1 ≤ n ≤ 2g, (B)
Nn ≥ N1 ≥ 0 si 1 ≤ n ≤ 2g. (N)
En fait, ces conditions sont ve´rifie´es pour tout n ≥ 1. La proposition suivante, qui ame´liore certains
re´sultats de N. Elkies & al. [1], montre que les conditions (B) et a fortiori (N) sont propres aux Jaco-
biennes seulement si g est grand devant q.
Proposition 2.3 Soit A une varie´te´ abe´lienne de´finie sur Fq de dimension g ≥ 1. Si n ≥ 2, alors
nBn ≥ (qn/4 + 1)2((qn/4 − 1)2 − 2g).
Le the´ore`me suivant s’applique e´videmment aux Jacobiennes.
The´ore`me 2.4 Soit A une varie´te´ abe´lienne de´finie sur Fq de dimension g ≥ 2. Si la condition (B) est
ve´rifie´e, alors
|A(Fq)| ≥ q − 1
qg − 1
[(
N + 2g − 2
2g − 1
)
+
2g−3∑
n=0
B2g−1−n
(
N + n− 1
n
)]
.
Si la condition (N) est ve´rifie´e, alors
|A(Fq)| ≥ η(A)
g
[(
N + g − 2
g − 2
)
+
g−1∑
n=0
qg−1−n
(
N + n− 1
n
)]
.
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Si la condition (N) est ve´rifie´e, et si N ≥ g(q1/2 − 1) + 1, alors
|A(Fq)| ≥
(
N + g − 1
g
)
− q
(
N + g − 3
g − 2
)
.
3. Surfaces Jacobiennes
On s’inte´resse au nombre maximum et minimum de points rationnels de la Jacobienne d’une courbe de
genre 2. On de´finit pour cela les quantite´s Jq(2) = maxC |JC(Fq)| et jq(2) = minC |JC(Fq)|, ou` C de´crit
l’ensemble des courbes lisses sur Fq de genre 2.
La de´termination de ces quantite´s implique une connaissance pre´cise des classes d’isoge´nies des surfaces
abe´liennes qui contiennent une Jacobienne, ce qui a e´te´ fait par E. Howe, E. Nart, and C. Ritzenthaler
dans [2].
Rappelons qu’un nombre qui est une puissance impaire q d’un premier p est spe´cial si p|m ou s’il existe
une solution entie`re a` l’une des e´quations q = x2 + 1, q = x2 + x+ 1, q = x2 + x+ 2.
The´ore`me 3.1 On a
jq(2) = (q + 1−m)2, Jq(2) = (q + 1 +m)2,
sauf dans les cas particuliers suivants :
jq(2) q carre´ q = 4 5
q = 9 25
q spe´cial {2q1/2} ≥ ϕ1 (q + 1−m− ϕ1)(q + 1−m− ϕ2)√
2− 1 ≤ {2q1/2} < ϕ1 (q + 2−m+
√
2)(q + 2−m−√2)
{2q1/2} < √2− 1, p 6 |m, q 6= 73 (q + 1−m)(q + 3−m)
sinon (q + 2−m)2
Jq(2) q carre´ q = 4 55
q = 9 225
q spe´cial {2q1/2} ≥ ϕ1 (q + 1 +m+ ϕ1)(q + 1 +m+ ϕ2)
{2q1/2} < ϕ1, p 6= 2 ou p|m (q +m)2
sinon (q + 1 +m)(q − 1 +m)
Ici ϕ1 = (−1 +
√
5)/2, ϕ2 = (−1−
√
5)/2 et {a} est la partie fractionnaire du nombre a.
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